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犣犲狉狀犻犽犲多项式波面拟合的回归分析方法
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摘要：介绍了一种干涉波面的Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式拟合方法，该方法从构造的正规方程入手并对其进行逐步回归分析，从众多

的Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式模式中选取影响显著的模式。采用仿真波前对本文提出的波面拟合方法进行了验证，结果表明该方法

可以得到干涉波面的最优模式组合，有效提高波面拟合的精度，拟合的ＰＶ和ＲＭＳ相对误差仅为１．１１％和０．０７％。
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１　引　言

　　随着面阵ＣＣＤ的问世和计算机技术的快速

发展，激光干涉测量方法已经成为高精度光学加

工面形测量的主要手段［１］。随着对加工精度要求

的提高，以往简单地从条纹分布来估计面形或波

面质量的定性分析已不能满足高精度测量的要

求，必须利用计算机对干涉条纹图像进行数字化

分析，从中获得被测波面的信息，达到高精度自动

化测量光学元件表面质量的目的［２］。干涉条纹数

字化分析的重要环节是将被测波面进行多点采

样，并用一个线性无关的基底函数系拟合这些数

据点，由连续的基底函数来表征被测波面的波象

差函数或面形。在众多的基底函数系中，Ｚｅｒｎｉｋｅ

多项式因其对波面的拟合具有收敛性好、提供的

有用信息多等特点而被广泛采用［３］。

近些年来，有很多文献对波面拟合方法进行

了研究：文献［４］直接从矛盾方程组入手，应用

Ｈｏｕｓｅｈｏｌｄｅｒ变换把系数矩阵正交三角化，直接

求解拟合系数。该方法避免了构造法方程组，因

而也避免了因构造法方程组的严重病态而引入的



计算误差。文献［５］指出用Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式的协

方差矩阵的线性变换来直接求解多项式系数，该

算法求解Ｚｅｒｎｉｋｅ系数时不需要经过正交化过

程，很适合于编写拟合过程的计算机程序。在上

述这些算法的求解过程中，通常都是凭经验选取

固定的Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式项数（一般都选取Ｚｅｒｎｉｋｅ

多项式的前３６项）来完成波面拟合。众所周知，

Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式是一个函数系，原则上讲，选择尽

可能高阶的Ｚｅｒｎｉｋｓ多项式来拟合干涉波面所得

到的干涉波面函数与实际的光学干涉波面最为接

近，也就是说，采用较高阶的Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式来拟

合干涉波面，可以使光学干涉波面的拟合精度尽

可能提高。然而在实践中发现，当把Ｚｅｒｎｉｋｅ多

项式的项数提高到一定程度时，拟合的波面函数

的一致性遭到了严重的破坏，其拟合精度反而大

大降低［６］。因此固定的选取３６项多项式的拟合

结果往往不是最优的，那么在进行波面拟合时，究

竟该选取哪些Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式的模式组合进行拟

合才能使结果最优，这是必须要解决的首要问题。

本文针对波面拟合过程中的Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式

项数选取问题，提出了利用逐步回归分析方法确

定Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式项数的新方法。通过对构造的

回归方程组进行逐步回归分析可以从众多的多项

式模式中选取影响显著的模式，进而得到波面的

最优模式组合。计算机仿真分析验证了该方法的

有效性。

２　Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式波面拟合方法

　　在直角坐标系中，将波面φ（狓，狔）表示为狀项

Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式
［７］的线性组合

φ（狓，狔）＝∑
∞

狀＝０
犽狀狕狀（狓，狔）＝

犽０＋犽１狕１（狓，狔）＋犽２狕２（狓，狔）＋…＋犽狀狕狀（狓，狔）＋ε，

（１）

其中，狕狀 是第狀 项Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式，犽狀 是第狀 项

Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式的系数。

对于犿 个离散测量数据点犻（狓犻，狔犻），犻＝１，

２，３，…，犿，令狕犻犼＝狕犼（狓犻，狔犻），犻＝１，２，３，…，犿；犼

＝１，２，３，…，狀。

代入式（１）得到方程组

犽０＋狕１１犽１＋狕１２犽２＋…＋狕１狀犽狀＋ε１＝１

犽０＋狕２１犽１＋狕２２犽２＋…＋狕２狀犽狀＋ε２＝２

…………………………………………

犽０＋狕犿１犽１＋狕犿２犽２＋…＋狕犿狀犽狀＋ε犿＝

烅

烄

烆 犿

， （２）

写成矩阵的形式

Φ＝犣·犓＋ε， （３）

其中犣＝（狕犻犼）为犿×狀矩阵，犓＝（犽１，犽２，…，犽狀）
犜，

Φ＝（１，２，…，犿）
犜，ε＝（ε１，ε２，…，ε犿）

犜

我们的目的是估计参数犓。设犫０，犫１，…，犫狀 分别

是犽０，犽１，…犽狀 的最小二乘估计，于是回归方程为

＾
φ＝犫０＋犫１狕１＋犫２狕２＋…＋犫狀狕狀　， （４）

根据最小二乘原理，回归系数犫０，犫１，…，犫狀 应使得

全部观察值φ犻与回归值
＾
φ犻间的离差平方和犙 为

最小。

犙＝∑
狀

犻＝１

（φ犻－^φ犻）
２， （５）

将犙对犫０，犫１，…，犫狀 求偏导数，令各偏导数等于

零，得到线性方程组如下：

犃·犫＝犅， （６）

其中

犃＝

犿 ∑
犿

犻＝１

狕犻１ ∑
犿

犻＝１

狕犻２ … ∑
犿

犻＝１

狕犻狀

∑
犿

犻＝１

狕犻１ ∑
犿

犻＝１

狕２犻１ ∑
犿

犻＝１

狕犻１狕犻２ … ∑
犿

犻＝１

狕犻１狕犻狀

… … … … …

∑
犿

犻＝１

狕犻狀 ∑
犿

犻＝１

狕犻１狕犻狀 ∑
犿

犻＝１

狕犻２狕犻狀 … ∑
犿

犻＝１

狕２

熿

燀

燄

燅
犻狀

犅＝

∑
犿

犻＝１
φ犻

∑
犿

犻＝１

狕犻１φ犻

…

∑
犿

犻＝１

狕犻狀φ

熿

燀

燄

燅
犻

　犫＝

犫０

犫１

…

犫

熿

燀

燄

燅狀

方程组（６）即为求解最小二乘问题的正规方程组，

求解此方程组即可以得到系数犫０～犫狀。

在方程组（６）中，完成波面拟合所用到的

Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式的项数是不确定的，因此要完成拟

合必须首先选取拟合用的Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式的项

数。Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式是一个函数系，原则上讲，选

择尽可能高阶的Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式来拟合干涉波面
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所得到的波面函数与实际的光学干涉波面最为接

近，也就是说，采用较高阶的Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式来拟

合干涉波面可以使得对光学干涉波面的拟合精度

尽可能的高。首先通过一个具体的实例来比较一

下采用不同项数后的拟合结果。通过Ｚｅｒｎｉｋｅ多

项式的组合仿真一波面，仿真波面的定义如下［７］：

φ（狓，狔）＝
１

２
狕１（狓，狔）＋

１

２
狕４（狓，狔）＋狕５（狓，狔）＋ε，

（７）

其中，狓，狔∈［－１，１］，采样间隔为０．０２；ε是均值

为０、方差为１的高斯白噪声。

针对仿真的波前，分别采用不同的Ｚｅｒｎｉｋｅ

多项式项数进行拟合，拟合结果见图１。从图中

可以看出：重构项数越高，复原波前与原始波前的

一致性越差。这是由Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式在离散采样

点上的不完全正交性引起的。当重构项数狀少于

图１　仿真波面不同项数的重构结果

Ｆｉｇ．１　Ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄｒｅｓｕｌｔｓｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｐｏｌｙｎｏ

ｍｉａｌｍｏｄｅｓ

仿真波前的实际项数时，某些高阶模式像差被解

释成低阶模式像差；当重构项数多于仿真波前的

实际项数时，某些低阶模式像差被解释成高阶模

式像差。只有当重构项数与实际项数相等时，模

式之间的这种耦合现象才会消失。因此，有必要

研究多项式的项数选取问题，即回归方程的优选

问题。

３　逐步回归分析及其计算步骤

　　所谓优选回归方程的含义，其一般的考虑是：

（ａ）把对因变量有显著作用的自变量都包含

在方程中，使回归平方和尽可能地高，或剩余平方

和尽可能地低；

（ｂ）对因变量没有显著作用的自变量都不要

包含在方程中，使回归均方对剩余均方的比值尽

可能地高。

在回归方程（６）中，自变量对因变量有或大或

小的影响，考虑到随机误差的存在，那些对因变量

影响较小的自变量在回归方程中起的作用可能是

不真实的，或者只起到分散注意力的作用。为使

回归方程能够真实地反映自变量与因变量之间的

关系，应该在最终选定的回归方程中只包含那些

对因变量有显著影响的自变量。逐步回归方法就

是诸多选择变量方法中效果最好且计算量不大的

一种方法，有着广泛的应用。逐步回归分析的基

本思想就是从众多的自变量中，根据这些变量各

自对回归方程影响的大小，逐次地选入到回归方

程中，在这个过程中，先前被选入回归方程的变

量，有些由于其后引入的变量而失去了重要性，这

时就应从回归方程中将它们淘汰掉。持续上述过

程，直到回归方程不再有可淘汰的变量，也没有再

可引入的变量时为止，最后所得的结果就是优选

的回归方程［８１０］。具体的，逐步回归的计算可以

分成以下几个步骤：

步骤１：计算均值，标准差，离差矩阵以及相

关矩阵

（１）求均值

狕犻＝
１

犿∑
犿

犽＝１

狕犽犻，犻＝１，２，…，狀，珔φ＝
１

犿∑
犿

犽＝１
φ犽， （８）

（２）求离差矩阵，其元素狊犻犼为

狊犻犼＝狊犼犻＝∑
犿

犽＝１

（狕犽犻－狕犻）（狕犽犼－狕犼），（犻，犼＝１，２，…，狀），

（９）
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为了后续计算，在离差矩阵上增加一个新列，

即狀＋１列，由下式给出

狊犻φ ＝∑
犿

犽＝１

（狕犽犻－狕犻）（φ犽－珔φ），（犻＝１，２，…，狀），

（１０）

（３）为计算方便，作代换

γ犻犼＝
狊犻犼

狊犻犻 狊槡槡 犼犼

，（犻＝１，２，…，狀；犼＝１，２，…，狀，φ），

（１１）

将狀行，狀＋１列的扩展离差矩阵变换为（１１）

相关系数矩阵，逐步计算均以此矩阵为依据。

步骤２：逐步计算

假设已经计算到了犾步，其对应的相关系数

矩阵元素用上标犾标记为γ
（犾）
犻犼 （犻＝１，２，…，狀；犼＝

１，２，…，狀，φ）。开始下述计算：

（１）求出每一个变量对回归方程的贡献：

如果在第犾＋１步要从回归方程中淘汰变量

狕犻，损失的贡献为

珟犞
（犾）
犻 ＝（γ

（犾）
犻φ
）２／γ

（犾）
犻犻 ， （１２）

（２）在各被引入的变量中，求出可以淘汰的

变量。

在各引入的变量中求出具有最小贡献的那一

个变量，然后对它进行统计检验，确认这个候选淘

汰对象是否达到被淘汰的标准。计算贡献最小的

变量：

珟犞
（犾）
犽 ＝ｍｉｎ｛珟犞

（犾）
犻 ｜犻是各已引入变量的编号｝，（１３）

计算相应的犉值：犉＝（犿－狉－１）珟犞
（犾）
犽 ／珟犙

（犾），

其中犾表示进行到第犾步计算，犿 是观测次数，

狉是要在第犾＋１步对已引入的狉个自变量中剔除

某个自变量，如狕犽，珟犙
（犾）是第犾部的残差平方和，可

以利用下述公式逐步计算出：

珟犙
（０）＝１，珟犙

（犾）＝珟犙
（犾－１）－珟犞犾犽， （１４）

如果计算值犉≤犉α，则把变量狕犽 从回归方程

中淘汰出去，然后进行消去运算。

（３）如果对计算值犉有：犉＞犉α，则狕犽 不应从

回归方程中剔除，应考虑从未引入的各变量中选

出贡献最大的变量，计算：

珟犞
（犾＋１）
犽 ＝ｍａｘ｛珟犞

（犾）
犻 ｜犻是各未选变量的编号｝，

（１５）

计算相应的犉 值：犉＝（犿－狉－２）珟犞
（犾＋１）
犽 ／

珟犙
（犾＋１），如果犉＞犉α，则把变量狕犽 引入到回归方程

中，然后开始消去运算；如果犉＜犉α，表示狕犽 不能

被引入到回归方程中。

（４）消去运算。对需要淘汰或引进的变量狕犽

进行一次消去运算，即按下述公式对相关系数矩

阵进行计算：

γ
（犾＋１）
犻犼 ＝

　　γ
（犾）
犽犼／γ

（犾）
犽犽

γ
（犾）
犻犼 －γ

（犾）
犻犽γ

（犾）
犽犼／γ

（犾）
犽犽

　　１／γ
（犾）
犽犽

　　－γ
（犾）
犻犽／γ

（犾）

烅

烄

烆 犽犽

　　　

（犻＝犽，犼≠犽）

（犻≠犽，犼≠犽）

（犻＝犽，犼＝犽）

（犻≠犽，犼＝犽），

（１６）

然后重复式（１３）～（１６）直至既不能剔除，也

无法再被重新引入，逐步计算过程可以结束，转入

步骤３的计算。

步骤３：求回归方程

设在犾后停止逐步计算，这时引入了狉个变

量，对各引入的变量狕犻 按下面公式计算回归系

数：

犫
（犾）
犻 ＝γ

（犾）
犻φ 狊槡φφ

／ 狊槡犻犻 ， （１７）

４　计算机仿真及实验结果

　　为了检验逐步回归分析方法的精度，用本文

的方法针对式（７）给出的仿真波前进行了波面拟

合。对式（７）给出的仿真波前，用本文提出的逐步

回归方法进行分析，经过变量选入和剔除，最后回

归方程中只包含变量狕１，狕４ 和狕５。其对应的回归

系数分别为０．５１７，０．５１１，０．９８９。重构波前的

ＰＶ值为４．８２６０，ＲＭＳ值为０．９６０４。等高线图

见图２。与图１给出的不同项数拟合结果相比，

逐步回归分析方法拟合结果与原始波前最接近，

拟合精度最高。

图２　重构波前的等高线图

Ｆｉｇ．２　Ｃｏｎｔｏｕｒｐｌｏｔｓｏｆｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄｗａｖｅｆｒｏｎｔ

５　结　论

　　针对Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式项数选取问题，本文提
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出了通过逐步回归分析方法确定Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式

项数的新方法，该方法通过对构造的回归方程组

进行逐步回归分析，可以从众多的多项式模式中

选取影响显著的模式，进而得到波面的最优模式

组合。该方法通过严格的数学统计方法来选取

Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式的模式组合，而不是凭经验来选

取，具有一定的实际意义。采用仿真波前对本文

提出的波面拟合方法进行了验证，该方法可以得

到干涉波面的最优模式组合，有效提高波面拟合

的精度。该方法虽然是基于干涉波面拟合提出

的，对于其它波面的拟合也同样适用。
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基于ＳＯＦＭ神经网络的图像融合二值化方法

潘梅森，荣秋生

（湖南文理学院 计算机科学与技术系，湖南 常德，４１５０００）

摘要：提出了一种基于自组织特征映射（ＳＯＦＭ）神经网络的图像融合二值化方法。介绍了ＳＯＦＭ 神经网络的特点及学

习算法，根据ＳＯＦＭ的聚类确定图像第一阈值作为循环迭代的初始值，对整幅图像进行循环迭代得到第二阈值，使用第

二阈值对原始图像进行二值化，得到第一幅待融合图像；通过改进的Ｂｅｒｎｓｅｎ方法对原始图像进行二值化，得到第二幅

待融合图像；最后根据图像灰度值选小的原则作为图像融合方法，得到最终的二值化图像。该方法既能有效地消除伪

影，又能较好地分离字符和文字。模拟实验结果表明，该方法的二值化效果明显优于Ｂｅｒｎｓｅｎ方法和Ｏｓｔｕ方法，且具有

良好的适应性。

关　键　词：图像融合；二值化；阈值；ＳＯＦＭ神经网络；像素
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